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1. はじめに
経済を離散時間 (discretetime)で動学的に表現するのに， 時系列モデルを用いるこ
とが多い。このような経済体系をシステム制御論の槻点から状態空間形へ変換する場合
に， 3種のタイプが考えられ，各タイプについての特徴を可制御性と可鍛測性に関連付け
て明確にしておくのがこの研究ノートの主たる目的である。そして動学的産業連関モデ
ルを状態空間形へ変換する仕方を副次的に示しておく。状態空間形は最適制御を行うた
めの出発点であり， 本稿で触れないマクロ経済の諸モデルの状態空間形については村田
(1984)を参照されたい。
離散時間システムでは可制御性と可到達性とが微妙に違っており（連続時間システムで
は両者は等しい）， これを付録Iにおいて明らかにしておく。また可観測性とその必要十
分条件の証明を付録Iにまとめておいた。最適制御を無限視野で考える時に，可制御性が
前提として想定されなければならないことは周知であろう （例えば Murata(1982), pp. 
28-29を参照）。また可鍋測性は単独でも或いは可到達性との組合せによっても， 最適制
御の諸命題において重要な役割を果すことが多いことを付言しておく。
2. 時系列モデルの状態空間形I
いま確定的 (deterministic)時系列の自己回帰和分移動平均過程の一つとして，時間
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遅れが3期の簡単なモデルを考えよう！）。すなわち
y(t) =aiy(t-1) +a2)'(t-2) +aaY(t-3) + fl。v(t)+f)iv(t-1) + fl炒(t-2)
+ f)av(t-3) +g(t) (1) 
ここに t期の各変数はつぎのように分類されている。
y(t)は内生変数ベクトル (rXl)
v(t)は制御変数ベクトル (mXl)
g(t)は外生変数（制御変数を除く）ベクトル (rxl)
ただし括弧内は行数と列数を示し，例えば (rXq)はr行・ q列の次数をもつ行列を意味
するので， (rxl)は r次の縦（列）ベクトルのことである。また a;(i=l,2,3)と flj 
(j=0,1,2,3)はそれぞれ (rxr)と (rxm)の係数行列を表す。
(1)のモデルを Chow(1975, p. 153)の方法で状態空間形 (state-spaceform)へ変
換すると，
x(t)=A以t-l)+Bv(t)+Fg(t) (2) 
になる。これを状態空間形Iと名付けよう。ここで新しい変数ベクトル x(t)および係数
行列は下記の(3)に定義される。そこでの妖t)の次数は n=3r+3m,行列Aの次数は
(nxn), 行列 Bの次数は (nxm),そして行列 Fの次数は (nxr)であり，また Ir
とImはそれぞれ r次と m次の単位行列を表す。
y(t) a1 a2 as /i1 /i2 /is ¢。 I, 
y(t-1) I,00000 ゜ ゜y(t-2) 0 I, 0 0 0 0 ゜ ゜x<t)=I A= Bsee F= (3) v(t) 000000 I ●9 ゜v(t-1) 0 0 0 Im O 0 ゜ ゜v(t-2) 0 0 0 0 Im 0 ゜ ゜この変換について，青木 (1984,p. 25)はA行列のいくつかの行がすべて0になっている
ので， (2)の状態空間形はシステム論の可制御性を満たさない可能性があると指摘してい
る。その場合に青木は(2)式右辺の最終項 Fg(t)を除いた式について述べている。行列
Aは正則でないので，青木の指摘は正しいが，この状態空間形は可到達性 (reachability)
を満たすことを以下に示そう。、(2)式の代わりに
1)自己回帰和分移動平均過程の正確な定義（山本 (1988),p. 106)では， Vの代わりに
確率変数の誤差ベクトルが入る。
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x(t) =Ax(t-1) +Bv(t) (2') 
を想定し，それが可到達であるための必要十分条件はつぎの (nxnm)行列
Pn奎 [B,AB,…，N-1BJ (4) 
が nのランクを持つことである2)。上記の行列 A とB を代入して(4)の凡を計算す
ると，それは
Pn=I 
/io * * * .* 
0 /io * *…* 
0 0 /io *…＊ 
Im O O 0…。
0 Im O 0… O 
0 0 Im 0…。
（＊は非ゼロ行列） (5) 
となり，この行列のランクは明らかにnであるので， (2')式は可到達性を満たしている。
(2)式において変数ベクトル x(t)は状態変数と呼ばれるが， (3)のx(t)の要素の中
に v(t)とy(t)が入っているので， x(t)は直接的に v(t)から影響を受けるという仕組
みになっており，また y(t)を目標変数として x(t)に依存させる関係式が無いことが特
徴的である。 (2)式の状態空間形のもう一つの特色は行列 A の次数が非常に大きいとい
うことである。
3. 時系列モデルの状態空間形n
前節における(1)の時系列モデルを Aoki(1976, pp. 23-25)の方法によって別の状態
空間形に変換し得る。それは状態変数を過去の情報の集約としてつぎのように定義する。
功(t)=a1功(t-1)+x2(t-l) +r,v(t-1) +a,g(t-1) 
X2(t)=aの (t-1)+x3(t-1)+池 (t-l)+a2g(t-l)
必(t)=a心 (t-1)+rav(t-1) +a返(t-1)
ただし
Ti写 a;/30+/3; (i=i,2,3) 
(6)の状態変数を用いて，内生変数の式
y(t)=功(t)+j30v(t)+g(t) 
(6. a) 
(6. b) 
(6. c) 
(7) 
(8) 
2)この条件は，行列Aが非特異 (nonsingular) であれば， (2')の状態空間形が可制御
(controllable)であるための必要十分条件になる。付録Iを参照。
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が(1)の時系列の自己回帰和分移動平均過程と同じ関係を表すことを証明しよう。
まず(6.a)の X1(t)を(8)式右辺へ代入すると，
y(t)=aの(t-1)+x2(t-1) +riv(t-1) + p。v(t)+aig(t-1) +g(t) 
となり，つぎにこの式の右辺第2項 X2(t-l)へ(6.b)の1期遅れの関係を代入すると，
y(t)=a1功(t-1)+a2X1 (t-2) +xa(t-2) +riv(t-1) +nv(t-2) 
+ Pov(t) +aig(t-1) +a2g(t-2) +g(t) 
となる。さらにこの式の右辺第3項 Xa(t-2)へ (6.c)の2期遅れの関係を代入すると，
3 
y(t) = :E [a;X1 (t-i) +nv(t-i) +a;g(t-i) ]+ p。v(t)+g(t)
i=l 
が導出される。他方， (8)式より任意の整数iについて，
ふ(t-i)=y(t-i)-Pov(t-i)-g(t-i) 
の関係が求まり．これを(9)式右辺の X1(t-i)へ代入して整理すれば，
3 
y(t) = L! [a;y(t-i) + (r;-a;{io)v(t-i) ]+ (iov(t) +g(t) 
i=l 
(9) 
となり，ここで(7)を考慮して，最後の式が(1)式に一致することを知る。（証明了）
かくして(6)式と(8)式を書き換えたものとして，
x(t)=心 (t-l)+Bv(t-l)+Fg(t-1) (10) 
y(t) =Cx(t) + (iov(t) +g(t) (11) 
の2式の体系は， (1)式の新しい状態空間形への変換と考えることができ，これを状態空
間形Iと名付けよう。ただしここでの以t)と係数行列は
x(Qi三［三lA{三:~] B{:l F三三l:~[I, 0 O] (12) 
と定義されている。 x(t)は状態変数ベクトルであり， (10)式は状態方程式 (stateequ-
ation), (11)式は出力方程式 (outputequation)又は銀測方程式 (measurementequ-
ation)と呼ばれる。
(10)の状態方程式の係数行列 Aの次数は (3rX3r)であって，前節の(2)式の Aのそ
れより小さく，従って最適制御値の算定においては(10)式の方が取扱い易い。また(10)式
では t期の制御変数は t期の状態変数に直接的に影響しない点が(2)式と違っている。ま
た内生変数ツが状態変数と制御変数に関連するのは (11)式においてであって，ツが(10)式
に入っていない点も(2)式と違っている。この状態空間形Iにおいては，観測されない状
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態の相互関係式(10)と，観測される出力と状態の関係式(11)とが明確に区別されている。
状態空間形Iはまた可観測 (observable)であることが分かる（付録Iを参照）。簡単
に r=lの場合について考えると， n=3r=3となるので， (10*)の可観測性行列品は
R,~[ C',A'C',(Aり'C'J~[: :・ ・;-・1 
となり， 明らかにこの行列のランクは 3 に等しい。 r~2 の場合についても同じ仕方で，
その時の品のランクが nになることを示すことができる。
4. 時系列モデルの状態空間形直
特に外生変数 g(t)が無く，そして r=mの場合の(1)式を状態空間形へ変換する方法
として，木村 (1984,p. 61)等のシステム工学に見られるものを一般化して以下に紹介し
よう。それは状態変数として
功(t)=a凶 (t-1)+a2X2(t-1) +aaXa(t-1) +v(t-1) 
X2(t)=X1(t-1) 
Xa(t) =X2(t-1) 
を定義し，これらに依存した形で， y(t)を
y(t)=C1れ(t)+c2x2(t) +caxa(t) + Pov(t) 
と表示するものであり，ここに c,はつぎの通りである。
C,==P匹 +P, (i=l,2,3) 
係数行列A,B, Cを用いて(13)と(14)の体系は
x(t)=Ax(t-1) +Bv(t-1) 
y(t)=Cx(t)+P。v(t)
と書き換えられる。ただし
z(t),:;:] Ai~:.~] s{]⇔ , 叫
(15)の2式を状態空間形頂と名付け，これらが
y(t) =aiY(t-1) +a2Y(t-2) +asY(t-3) + p。v(t)+ p1v(t-l) 
+ P2v(t-2) + Pav(t-3) 
(13. a) 
(13. b) 
(13. c) 
(14) 
(7') 
(15. a) 
(15. b) 
(12') 
(1') 
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の状態空間形をなすことをつぎに証明する。
(14)式の右辺へ(13)の状態変数を代入するが， その際に(7りの C;の定義を考慮に入れ
ると，
y(t) = (i。a1+ (i)功(t)+((i。ai-J-(i2)X2(t)+ ((ioaa+ (i3)X3(t) + (i。v(t)
=(io[a1功(t)+a2X2(f) +の店(t)+v(t) ]+ /i1X1 (t) + (i2X2(t) + (ia知(t-1)
=(i。れ(t+l)+(i1功(t)+(i2X1 (t-1)+ (ia功(t-2) (16) 
(16)式を 1期遅れ， 2期遅れ， 3期遅れにした式に， それぞれ一a1, -aぁー知を左側
から乗じて，辺々加算すると，つぎのようになる。
3 3 
y(t)一2:a;y(t-i) = /Jo[X1 (t+ 1)一:Ea;功(t+l-i)]
i=l i=l 
3 3 
+ (:J1[X1(t) 一 ~a;約 (t-i)J+(:12[功 (t-1)-~ 佑功(t-1-i)]
i=l i=l 
3 
+ /ia[功(t-2)ー :Ea必 (t-2-i)]
i-1 
この式へ(13.b)と(13.c)の関係を考慮すれば，
3 3 3 
y(t)ーエa;y(t-z)= fi。区(t+l)一l:;a西 (t)]+ fi出'(;I(t)一l:;a西 (t-1)]
i=l i=l i=l 
3 3 
+(lz[功(t-1)一:Ea;x;(t-2) J +/la[功(t-2)ー :Ea;x;(t-3)] 
i-1 i-1 
となり，これに(13.a)の関係を代入すると(1')式が導出される。（証明了）
状態空間形Ilの(15.a)式にて r=lの場合には
[B,AB, がB]~r: 〗."7"'1 
となり， この行列のランクは3であるので， r=lの場合にはこの状態空間形は可到達で
あり，またA行列が正則であるので可制御でもある。つぎに r=lの場合に
•ノ
????????? ? ? ?? ?????
?
? ?? ? ???
?
?
＝??? ー??（，?，????，??﹇
となり，この行列のランクは3であるので，この状態空間形は可観測である。
状態空間形Ilは状態方程式(15.a)と出力方程式(15.b)とから成っていて，外生変数gが
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無い点を除くと，形式的には状態空間形Iの(11)式と(12)式とにそれぞれ類似している。
しかし多くの経済システムでは外生変数は頻出するし， r出mとなる。その場合には状態
空間形Ilへの変換は不可能である。次節ではgがVへ含まれた場合として，動学的産業連
関モデルについて状態空間形を形成しよう。
5. 動学的産業連関モデルの状態空間形
産業連関の代表的動学体系は，村田 (1987)に従ってまとめると，つぎのように表現さ
れる。
Y,=My、+K(y1+1—ヵ）+v1 (17) 
ここでは全産業がm部門から成り，各部門は1種類の財を生産するものと想定され，全産
業の第t期の産出量ベクトル (m次の）を力と記している。 Mは (mxm)の投入係数行
列， Kは (mxm)の資本係数行列を表し， (17)式右辺の第2項は経済全体の資本ストッ
クの変分（つまり投資）を意味し， 内は投資を除く最終需要ベクトル (m次）を示す丸
資本係数行列Kの最終の m-n行はすべてゼロ要素から成ると考えて， K行列を下記
のように分割する。今後は簡単に m-nをrと表そう。
(n) (r) 
K=fん」竺~j (n) 
0 ! 0 (r) (18) 
この区分において K,は (nxn)行列でゼロ行を含まないものとし，氏は (nxr)行列
である。この分割に対応して投入係数行列を同じ型に分割してつぎのように書こう。
(n) (r) 
M1 i M2 (n) M-[—一元『江;] (r) (19) 
これらの分割を(17)式へ当てはめて整理すると，
［氏氏 ln-M1+K1 
0 0 ]Yt+i =l-Mo1 
K2-M2]Y1-Vt 
lr-Mo2 
が得られる。いま n次ベクトル功を
X1=[K1氏]y,
(20) 
(21) 
3) K; 力は産出 Ytに適正に必要な資本ストックを意味するので， (17)式での投資は，次
期の産出 Yt+iを知っているものとして， それに適正な資本水準を保つように今期に
行われる資本変分である。
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と置くと，これは力の生産のための必要資本量を表す。 (20)式と(21)式より次の関係が
得られる。
[K1 K2 J出=[Xt] (22) 
-Mo1 I,-Mo2 むt
ここに加は Vtのうちの最後部の r要素から成る r次ベクトルである。つまり
りrt=[OI,]術 (23)
ところで(22)式左辺の行列において， l,-Mo2は逆行列を持つので， Murata(1977, p. 
9)の分割行列の逆行列の公式を当てはめると，つぎのようになる。
［氏 K2 『平―QK2S ] 
-Mo1 I,-Mo2 SM01Q S-SM01QK2S 
(24) 
ここに
ふ Ur-M。炉， Q==(Kサ氏s~。1)一1 (25) 
と置かれている。故に(22)式を Ytについて解けば，つぎの結果が得られる。
年は訂+fs=: こ］むt (26) 
そして(26)式を(20)式右辺のYtへ代入し， (21)と(25)を考慮して， (20)式の上部 (n次）
をつぎのように書き換えることができる。
X1+1=A研 Bv、
ここに係数行列は下記のように置かれている。
A=In+Un-Mi-M2SM01)Q (nxn) 
B,==M: 叶 Un-M1-M2SM01)QKz (nxr) 
B=-Un氏J (nxm) 
さらにまた(26)式は(23)を考慮に入れて，下記のように書き換えられる。
Yt=C功+D術
ただし
C=[ Q l (mxn) 
SM。IQ
吋二：こ]coIm] (mxm) 
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かくして(27)と(28)は，第4節の状態空間形圃に対応しており，従ってこれら 2式の体系
を動学的産業連関モデルの状態空間形と言う。 (27)式の行列Aは正則であるので，この式
の可到達性と可制御性の必要十分条件は同ーで，それは形式的には(4)の行列凡がnの
ランクを持つことである。ただし以前は n>mであったのに対し，当面の場合には n<m
となっているので，行列Bのランクが nであることによって，行列凡のランクも nで
あることは保証されている。故に(27)式は可制御である。また行列 C'のランクが nであ
ることによって， (10*)の品行列のランクも nであることが保証されて，当面の状態空
間形は可観測であると言える。
付録I.状態空間形の可到達性と可制御性
いま夕を状態変数の n次の縦ベクトル， V を制御変数の m次の縦ベクトルとして，
x(t)=心 (t-l)+Bv(t-1) (1*) 
の状態空間形を想定する。 Xの出発点
x(O)=x。 (2*) 
が与えられると， (1*)の一般解はつぎのようになる。
t-1 
x(t)=A1xo十I:Af-T—1Bv(r) (3*) 
T=O 
これは(1*)式の逐次代入によって求められる。
もし x(O)=Oと任意の n次ベクトル功に対して，或る有限時間Tと投入系列 v(O),
v(l), ・・, v(T-1)とが存在して，それらが
T-1 
x(T) = I:;AT-.,-→ Bv(て）＝功 (4*) 
T=O 
をもたらし得るならば， (1*)のシステムは可到達 (reachable)であると言われる。また
もし任意に与えられた(2*)の功に対して，或る有限時間tに(3*)の x(t)を原点0にも
たらし得るならば， (1*)のシステムは可制御 (controllable)であると言われる0。
上記の可到達性のための必要十分条件は， (nxnm)行列
Pn=[B,AB,A2B, …，An→ BJ (5*) 
4)多くのシステム論者はこのように定義している。例えば木村 (1984,pp. 66-68)を見
ょ。しかし Luenberger(1979, pp. 276-277)はここでの可到達性の内容を可制御性
と定義している。なお可到達性の定義における出発点は必ずしも 0でなくてもよいと
Luenbergerは言っている。
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がnのランクを持つことである丸
前述の可制御性は， (3*)式に x(t)=Oと置いて得られる式
1-1 
-Aなo=:EAI-T→ Bv(て）
T=O 
(6*) 
をもたらし得る投入系列が存在することであり， ここで Aが非特異であれば， (6*)式に
つぎのように書ける。
→ .~(A-•){~>
ただし Piは下記の (nxtm)行列である。
(7*) 
P1=[B,AB, …,A1-2B,A1—IB] (5**) 
(7*)での投入係列の存在について以前の可到達性の必要十分条件と同じプロセスで証明を
行えば，それは凡のランクがnであることに帰着する。かくして， Aが正則な（つまり
逆行列をもつ）場合には，可制御性の必要十分条件として， PntJ nのランクを持つこと
であると言える。
付録直．状態空間形の可観測性
いま状態空間形
x(t+1)=Ax(t) (A: nxn) (S*a) 
y(t)=Cx(t) (C:rxn) (S*b) 
を考える6)。(S*a)式は状態方程式であり， yは出力変数の r次ベクトルを意味する。も
し出力系列 y(O),y(1),…, y(T-1)のみから， 体系(8*)の任意の初期状態以0)を一意に
決定できる有限期 Tが存在すれば， この体系は可観測 (observable)であると言われ
る。
(8*)の一般解は逐次代入によって導出されて，
5)その証明は Murata(1982, pp. 16-18)に示されている。ただしその場合に Lu-
enberger (1979) と同じ考えに従って， 可制御性の必要十分条件として証明されて
いる。
6) (8*)の体系は(15)の体系において制御変数 Vを除いたものである。この付録IはLu-
enberger (1979, pp. 285-287)を参照して魯かれた。
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y(t)=CAな(0) (9*) 
となる。可観測性はその出力構造が状態変数の情報を十分に伝えていることを含意してい
る。
［定理J (8*)の体系が可観測であるための必要十分条件は， (nxrn)行列
Rn==[C',A'C',(Aり'C',…，(N→)'C'J 
がnのランクをもつことである。
(10*) 
（証明） まず凡のランクが nであるとしよう。 (9*)から下記の rn個の方程式が得
られる。
y(O)=Cx(O) 
y(l) = CAx(O) 
y_(2)=CA2x(O) 
y(n-l)=CN一1x(O)
(11*) 
R,. のランクが nであるので，これらの(11*)式のうちの n個は1次独立であり，その n
式が x(O)を一意に解くことができる。
つぎに逆を証明しよう。その際に利用する補助定理は， T2nである如何なるTについ
ても， (nxrT)行列
Rr=[ C1,A1C1,(Aり'Cり・・，(AT→)'C'] (12*) 
のランクは凡のランクに等しいと言うことである。いま(8*)の体系において或る有限期
Tについて，任意の初期状態 x(O)を一意に決定できる出力系列 y(O),y(l),··•,y(T-1) 
が存在すれば，必ず(11*)と同様な rT個の方程式のうちの n個が1次独立であり，従っ
て島のランクは nとなる。その Tをn以上にとることが可能であるので， 前述の補
助定理によって．凡のランクも nになる。（証明了）
(10*)の Rnを可観測性行列 (observabilitymatrix)と呼ぶ。
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